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Глава 9.  Решение вычислительных задач на компьютере 

9.1. Точность вычислений 
«Недостатки  математического  образования  с  наибольшей  отчетливостью  проявляются  в 

чрезмерной точности численных расчетов» – писал немецкий математик Карл Фридрих Гаусс. 
Все  практические  расчеты  выполняются  неточно,  с  некоторой 

ошибкой.  В первую очередь,  это  связано с  тем,  что неточно известны 
исходные данные. Пусть нужно найти толщину дна кружки, используя 
только линейку с делениями через 0,5 см. Линейкой можно измерить 
высоту  кружки  снаружи  и  глубину  внутри,  причем  при  этом  точность 
измерений будет  (в лучшем случае)  около 0,1 см. Например,  если из‐
меренная высота кружки оказалась примерно 9,3 см, в самом деле она 
может  быть  от  9,2  до  9,4 см.  Если  измеренная  глубина  равна  8,9 см, 
фактическая может  быть  от  8,8  до 9,0 см.  Используя  данные  измере‐
ний, можно найти толщину дна как разность 

9,3 – 8,9 = 0,4 см. 
Это не означает, что толщина дна действительно такая. Действительно, с учетом ошибок измере‐
ний она может быть равна как 9,2 – 9,0 = 0,2 см, так и 9,4 – 8,8 = 0,6 см. Таким образом, реальная 
толщина может быть от 0,2 до 0,6 см (разница в 3 раза!), и в полученном ответе (0,4 см) нет ни од‐

ной верной значащей цифры! Обычно в этом случае пишут ответ в виде 0,4±0,2 см. 

Рассмотрим  другой  пример:  нужно  вычислить  площадь  сечения  цилиндра, 
диаметр которого (D = 1,2 см) известен с точностью 0,1 см. По известной формуле пло‐
щади круга получаем (например, на калькуляторе):  
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Значит ли это,  что мы нашли площадь с  такой точностью? Конечно, нет. Вспомним,  что диаметр 
был измерен с точностью 0,1 см, то есть он мог быть, в самом деле, равен как 1,1 см, так и 1,3 см. 
В этих «крайних» случаях получаем площадь 
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Таким образом, следует записать ответ в виде S ≈ 1,1±0,2 см2. 
Теперь вернемся к расчетам с помощью компьютера. Как известно, данные записываются в 

память  в  двоичном  коде  ограниченной  длины,  при  этом  практически  все  вещественные  числа 
хранятся с некоторой ошибкой. При выполнении вычислений ошибки накапливаются, поэтому при 
сложных расчетах может получиться совершенно неверный ответ.  Классический пример – катаст‐
рофическая потеря  точности при решении на  компьютере больших  систем линейных  уравнений 
методом  Гаусса.  Оказывается,  метод  Гаусса  вычислительно  неустойчив:  это  значит,  что  малые 
ошибки в исходных данных могут привести к огромным ошибкам в решении. Например, с точки 
зрения точности очень плохо, если ответ – это небольшое (по модулю) число, которое вычисляет‐
ся как разность двух больших чисел (вспомните пример с кружкой!). 

Подводя итог, можно выделить несколько источников ошибок при компьютерных вычисле‐
ниях: 

• неточность исходных данных; 

Ошибка результата вычислений не может быть меньше, чем ошибка в исходных данных.  
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• ошибки при записи вещественных чисел в двоичном коде конечной длины; 

• ошибки при приближенном вычислении некоторых стандартных функций (например,  )sin(x  

или  )cos(x ); 

• накопление ошибок при арифметических действиях с неточными данными; 

• собственная  погрешность  используемого  метода  (для  приближенных  методов,  рассматри‐
ваемых в следующем параграфе). 
Проблемы, возникающие при вычислениях с конечной точностью, изучает вычислительная 

математика, задача которой – разработать вычислительно устойчивые методы решения задач, 
при которых небольшие ошибки исходных данных мало влияют на результат. Иногда этого удает‐
ся добиться просто изменением порядка действий или преобразованием формул. 

 
1. Как вы понимаете приведенное высказывание К.Ф. Гаусса? 
2. Что такое вычислительно неустойчивый метод? 
3. В каких случаях проявляется вычислительная неустойчивость метода Гаусса? 
4. Перечислите источники ошибок при компьютерных вычислениях. 
5. Какие задачи изучает вычислительная математика? 

 
1. Радиус шарика R измерили с точностью 0,1 см и получили 1,2 см. Затем рассчитали его объ‐

ем по формуле  387088...7,23822947
3
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Запишите ответ в этой задаче, оставив 

нужно количество значащих цифр. (Ответ: V ≈ 7±2 см3) 

2. С помощью рулетки размеры бруса (220 см × 11 см × 10 см) измерили с точностью 1 см. Оп‐
ределите  его  объем.  Запишите  ответ  с  учетом  точности  полученного  результата.  (Ответ:  

V ≈ 24000±5000 см3) 

9.2. Решение уравнений 

9.2.1. Приближенные методы 
На уроках математики вас учили искать решение уравнения в виде формулы, выражающей 

неизвестную  величину  через  известные.  Например,  решение  уравнения  1=+ bax   при  0≠a  

можно записать в виде  abx /)1( −= . Такое решение называется аналитическим, оно может быть 

использовано для  теоретического исследования  (изучения влияния исходных данных на резуль‐
тат).  

Однако  не  все  уравнения  можно  (на  современном 
уровне развития математики) решить аналитически. Иногда 
решение  есть,  но  очень  сложное.  Например,  уравнение 

xx cos=  так просто не решается. В этом случае приходится 
использовать другие методы решения, например,  графиче‐
ский: построить по точкам графики функций,  стоящих в ле‐
вой и правой частях равенства, и посмотреть, где они пере‐
секаются.  Затем  решение  можно  уточнять,  уменьшая  шаг 
при построении графика до получения требуемой точности.  
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Если нужна высокая точность, графический метод требует очень большого объема вычисле‐
ний, который имеет смысл поручить компьютеру. Однако, нужно как‐то учесть, что компьютер не 
способен «посмотреть» на график, и для уточнения решения может использовать только числовые 
данные. Компьютерный алгоритм решения уравнения может выглядеть примерно так: 

1) выбрать интервал  ],[ 00 ba  для поиска решения (обычно предполагается, что на этом интерва‐

ле решение есть, и притом только одно); 

2) с помощью некоторого алгоритма уточнить решение, перейдя к меньшему интервалу  ],[ ba ; 

3) повторять шаг 2, пока ширина интервала, в который мы «загнали» решение, не станет доста‐
точно мала. 
Здесь  не  совсем  ясно,  что  значит  «пока  ширина  интервала  не  станет  достаточно  мала». 

Обычно задается нужная  точность  ε :  это означает,  что отклонение полученного решения от ис‐

тинного  *x  не должно быть больше  ε . Если корень уравнения находится в интервале  ],[ ba , то в 

качестве решения лучше всего взять его середину  2/)( ba + . В этом случае ошибка будет мини‐

мальной: не больше половины ширины интервала. Поэтому цикл нужно остановить, когда ширина 

интервала станет меньше, чем  ε2 . 
Часто используется другой вариант, когда интервал не нужен, а требуется знать только одну 

точку вблизи решения: 

1) выбрать начальное приближение  0x  около решения; 

2) с помощью некоторого алгоритма перейти к следующему приближению  x , которое находит‐
ся ближе к точному решению  *x ; 

3) повторять шаг 2, пока на очередном шаге решение не изменится на величину, меньшую, чем 
допустимая ошибка ε . 
Подобные методы решения уравнений называются приближенными. Их суть в том, что ре‐

шение  последовательно  уточняется  до  тех  пор,  пока  не  будет  найдено  с  требуемой  точностью. 
Поскольку  при  каждом  уточнении  выполняются  одинаковые  действия,  приближенные  методы 
называют итерационными (от лат. iteration – повторение). 

Приближенные методы имеют ряд недостатков: 

• получается приближенное решение, а не точное; это значит, что нельзя написать  2345,1* =x , 

нужно использовать знак приближенного равенства:  2345,1* ≈x ; 

• мы получаем не формулу, а число, по которому невозможно оценить, как меняется решение 
при изменении исходных данных; 

• объем вычислений может быть слишком велик, часто это не позволяет использовать прибли‐
женные методы в системах реального времени; 

• не всегда можно оценить ошибку (отклонение найденного решения от точного). 
Однако в некоторых практических случаях приближенные методы более полезны, чем ана‐

литические. Во‐первых, часто получение аналитического решения невозможно или требует значи‐
тельных усилий, тогда как приближенные методы позволяют достаточно быстро решить задачу с 
заданной точностью. Во‐вторых, при компьютерных расчетах  (с конечной точностью) вычисления 
по «точным» аналитическим формулам часто могут давать очень неточный результат из‐за вычис‐
лительной неустойчивости метода. Нередко для таких задач  (например, для решения систем ли‐
нейных  уравнений)  известны  приближенные  методы,  которые  дают  значительно  более  точное 
решение. 
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9.2.2. Метод перебора 
Как принято в вычислительной математике, далее мы будем рас‐

сматривать уравнение общего вида  0)( =xf ,  к  которому можно при‐

вести любое заданное уравнение. Например, для уравнения  xx cos=  

получаем xxxf cos)( −= . 

Предположим,  что  нужно  найти  решение  уравнения  0)( =xf   с 

точностью  ε ,  причем известно  (например,  видно на  графике),  что ре‐
шение находится справа от точки  ax = . В этом случае можно разбить 

всю область,  где может быть решение, на узкие полоски шириной  εδ 2= , и выбрать  такую по‐
лоску, где график функции пересекает ось OX.  

Для того, чтобы поручить решение этой задачи компьютеру, нужно ответить на два вопроса: 

1) как с помощью математических операций определить, что в полосе  ],[ δ+xx  есть решение? 

2) что считать решением уравнения, когда такая полоса определена? 
Проще всего ответить на второй вопрос: лучше всего взять в качестве решения середину по‐

лосы, то есть, точку  ε+= xx*  (в этом случае ошибка гарантированно не будет больше, чем ε ). 

Для  того,  чтобы  определить,  есть  ли  решение  на  интервале  ],[ δ+xx ,  сравним  значения 

функции на концах этого интервала. Рассмотрим три случая, показанные на рисунках: 

                   
Несложно  сообразить,  что  если  график  пересекает  ось OX,  на  концах  интервала функция  имеет 

разные знаки, то есть  0)()( <+⋅ δxfxf . При этом важно, чтобы график не имел разрывов. 

Таким  образом,  нужно  найти  интервал  шириной  ε2 ,  на  концах  которого  функция  имеет 
разные знаки, и взять в качестве решения его середину. Решение этой задачи на алгоритмическом 
языке и языке Паскаль может выглядеть, например, так: 
алг Перебор 
нач 
  вещ eps, x, delta;   
  eps:= 0.001; 
  x:= 0; 
  delta:= 2*eps; 
  нц пока f(x)*f(x+delta) > 0 
    x:= x + delta; 
  кц  
  вывод 'Решение: ', x+eps;  
кон 

const eps=0.001; 
var x, delta: real;   
function f(x: real):real; 
begin 
  f := x - cos(x); 
end; 
begin 
  x:= 0; 
  delta:= 2*eps; 
  while f(x)*f(x+delta) > 0 do  
    x:= x + delta; 

Если непрерывная функция имеет разные знаки на концах интервала  ],[ 21 xx , то в некоторой точ‐

ке внутри этого интервала она равна нулю.  

  )(xfy =

x
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алг вещ f( вещ x ) 
нач 
  знач:= x - cos(x); 
кон 

  writeln('Решение: ', (x+eps):6:3);  
end. 
 

Здесь заданная точность  ε  хранится в виде константы eps, а вычисление функции  )(xf  оформ‐

лено в виде подпрограммы‐функции f. Поиск решения здесь начинается с нуля (в других задачах 
начальное значение может быть другое). Цикл останавливается, когда для очередного интервала 

получаем  0)()( <+⋅ δxfxf .  

Обратите внимание, что в этом простейшем варианте программа зациклится, если справа от 
нуля решения нет. Подумайте, как изменить программу так, чтобы зацикливания не было. 

Главный недостаток метода перебора – большое количество операций. Например, для ре‐
шения уравнения с  точностью 0,001 может понадобиться несколько тысяч вычислений значения 

функции  )(xf . Поэтому сначала можно использовать перебор с достаточно большим шагом, что‐

бы отделить корни, то есть найти интервалы, в каждом из которых есть только один корень. По‐
сле этого выполняется уточнение корней – перебор внутри каждого из таких интервалов с шагом 

εδ 2= , достаточным для определения решения с заданной точностью. 

9.2.3. Метод деления отрезка пополам 
Есть старая задача‐шутка: «как поймать льва в Африке?» Предлагается перегородить забо‐

ром всю Африку, разбив ее на две равные части, и ждать, где появится лев. Затем часть, в которой 
есть лев, разделить забором на две равные области и т.д. В конце концов, лев окажется в малень‐
кой клетке. В самом деле,  эта шутка иллюстрирует метод деления отрезка пополам  (или метод 

бисекции), с помощью которого можно найти решение уравнения на некотором интервале  ],[ ba : 

1) найти середину интервала
2

bac +
= ; 

2) если на отрезке  ],[ ca   есть решение,  присвоить b:=c, иначе при‐

своить a:=c; 
3) повторять шаги 1‐2 до тех пор, пока  ε2>− ab . 

В п. 2 нам нужно ответить на вопрос, если решение на интервале 

],[ ca . Мы уже имеем  это делать:  решение есть,  если  0)()( <⋅ cfaf . 

Таким образом, цикл, уточняющий решение, запишется в виде: 
 

delta:= 2*eps; 
нц пока b - a > delta 
  c:= (a + b) / 2; 
  если f(a)*f(c) < 0 то 
      b:= c; 
    иначе 
      a:= c; 
  все  
кц  
вывод 'Решение: ', (a+b)/2; 

delta:= 2*eps; 
while b - a > delta do begin 
  c:= (a + b) / 2; 
  if f(a)*f(c) < 0 then 
       b:= c 
  else a:= c; 
end; 
writeln('Решение: ', (a+b)/2:6:3); 

На  каждом  шаге  этого  цикла  ширина  интервала  уменьшается  в  2  раза,  за  n  шагов  она 
уменьшится в 2n раз. Таким образом, при выборе единичного начального интервала для получе‐
ния решения с точностью 0,001 достаточно 10 шагов цикла. 

  )(xfy =

x

  y  

  a  

 b  c
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Метод деления отрезка пополам очень прост и надежен, позволяет найти решение с задан‐
ной точностью (в пределах точности машинных вычислений). Однако, для его применения нужно 
заранее отделить корни уравнения, то есть найти интервалы, каждый из которых содержит толь‐
ко  один  корень.  Для  отделения  корней можно  использовать  построенный  график  функции  или 
метод перебора с  большим шагом. Таким образом, решение уравнения проводится в два этапа – 
отделение корней и уточнение корней. 

К сожалению, метод деления отрезка пополам неприменим для решения систем уравнений 
с несколькими неизвестными. 

9.2.4. Пример: полет мяча 
Для иллюстрации рассмотрим такую задачу: Вася Пупкин бросает мяч со скоростью 12 м/с. 

Под каким углом к горизонту ему нужно бросить мяч, чтобы попасть в мишень на высоте 4 м на 
расстоянии 10 м от Васи? В момент броска мяч находится на высоте 2 м. 

 
Примем  за  начало  координат  точку,  откуда  вылетает  мяч.  Обозначим  через  0v   начальную  ско‐

рость мяча, через H – разницу высот (H = 4 – 2 = 2 м), а через S – расстояние до мишени (S = 10 м). 
Будем  считать  шарик  материальной  точкой;  поскольку  его  скорость  невысока,  сопротивлением 
воздуха можно пренебречь. Известные из физики уравнения движения запишутся в виде: 

2
sin,cos

2

00
gttvytvx −⋅⋅=⋅⋅= αα , 

где  81,9≈g м/с2 – ускорение свободного падения. Задача сводится к тому, чтобы найти два неиз‐

вестных, t и α , при которых  Sx =  и  Hy = , то есть 

2
sin,cos

2

00
gttvHtvS −⋅⋅=⋅⋅= αα . 

Время t можно сразу выразить из первого уравнения:  

αcos0 ⋅
=

v
St . 

Подставляя  этот  результат  во  второе  уравнение,  получаем  уравнение  с  одним неизвестным  α , 

которое можно привести к стандартному виду  0)( =xf , где: 

H
v

SgSxf −
⋅

−⋅=
α

α 22
0

2

cos2
tg)( . 

Решать его аналитически достаточно сложно1, поэтому мы найдем приближенное решение. При 
вычислении тригонометрических функций угол измеряется в радианах, поэтому нужно искать ре‐

шение в диапазоне углов α  от 0 до  2/π .  

                                                            
1 Хотя можно, например, использовав замену  α2cos=z . 

  y  

  x  

  H

  S  

  0v  

 α  

 4 м  2 м 
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Мы не  знаем,  сколько  решений  имеет  уравнение,  поэтому  изменим метод  перебора  так, 
чтобы найти все решения. Цикл while не будет останавливаться на первом найденном решении, 

а  будет  продолжаться,  пока  угол  не  станет  больше  2/π .  Если  в  какой‐то  полосе  есть  решение, 
вычисляем угол в градусах и выводим его на экран. Приведем основные части программ на алго‐
ритмическом языке 

pi:= 3.1415926; 
x:= 0; 
delta := 2*eps; 
нц пока x < pi/2 
  если f(x)*f(x+delta) < 0 то 
    вывод 'Угол: ', (x+eps)*180/pi, ' градусов', нс; 
  все  
  x:= x + delta; 
кц 

и на Паскале 
x:= 0; 
delta:= 2*eps; 
while x < pi/2 do begin 
  if f(x)*f(x+delta) < 0 then begin 
    alpha:= (x+eps)*180/pi; 
    writeln('Угол: ', alpha:4:1, ' градусов'); 
  end;  
  x:= x + delta; 
end; 

В этой программе в переменной x хранится угол в радианах, а в переменной alpha – угол в гра‐
дусах. Если запустить эту программу, мы увидим, что уравнение имеет два решение –  углы при‐
мерно равны 35,6° и 65,8°.  

Попробуйте применить в этой же задаче метод деления отрезка пополам. Подумайте, с ка‐
кими проблемами мы здесь сталкиваемся, и почему они возникают. 

Повторите  вычисления  для  начальных  скоростей  10 м/с  и 20 м/с  и  объясните  полученные 
результаты. 

9.2.5. Использование табличных процессоров 
Для решения уравнений можно использовать  табличный процессор, например, OpenOffice 

Calc   или Microsoft Excel. Обычно сначала строится график функции  )(xf , который позволяет оп‐

ределить количество решений уравнения и их примерное расположение; затем используется мо‐
дуль «Поиск решения». Далее мы будем рассматривать программу OpenOffice Calc, указывая на 
незначительные отличия Excel. 

Введем  исходные  данные,  как  показано  на  рисунке.  Для  того,  чтобы формулы  выглядели 
более привычно, дадим ячейкам B1, B2 и B3 имена S, H и v  (их можно ввести в левом верхнем 
углу таблицы). 

 

имя ячейки или
диапазона
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В столбце A заполним ряд значений углов от 0° до 85° с шагом 5°. Для этого введем два первых 
значения, выделим эти ячейки и «растянем» за маркер заполнения (квадратик в правом нижнем 
углу выделенной части). 

Добавим столбцы, в которых для каждого угла будут вычисляться его значение в радианах (с 

помощью стандартной функции RADIANS2), время полета, координату y и значение функции  )(xf : 

 
Обратите внимание, что в формулах мы используем имена ячеек S, H и v. Это абсолютные ссылки, 
не меняющиеся  при  копировании;  например,  вместо  имени 
L можно было бы написать адрес $B$1, но это  было бы ме‐
нее понятно. Эти формулы можно просто «растянуть» (скопи‐
ровать) вниз за маркер заполнения. 

Теперь построим график функции )(xf . Сначала нужно 

выделить данные в столбцах A и Е,  это можно сделать, если 
удерживать  нажатой  клавишу  Ctrl.  Затем  строим  диаграмму 
типа  «Диаграмма  XY3».  График  функции  пересекает  ось  OX  в  двух  точках,  то  есть  уравнение 

0)( =xf  имеет два решения, одно около 35°, второе – около 65°.  

Теперь  уточним решение,  используя  возможности  табличного процессора,  в  котором реа‐
лизован один из приближенных методов решения уравнений. Для этого нужно знать начальное 

приближение  0x  – значение неизвестной величины, достаточно близкое к решению. По графику 

мы определили, что первый раз график пересекает ось OX для значения угла около 35°, поэтому 

можно взять  0x = 35°. Запишем это значение в свободную ячейку, например, в H2, и добавим не‐

достающие формулы так, чтобы получить значение функции  )(xf в ячейке L2:  

 
Задача подбора параметра формулируется так: «установить в ячейке ... значение ..., изменяя 

значение ячейки  ...». Например, в нашем случае нужно установить в ячейке L2 значение 0, изме‐
няя H2. Ячейка L2 называется целевой, потому что наша цель – получить в ней нуль. Ячейка H2 – 
это изменяемая ячейка. В верхнем меню выбираем пункт «Сервис – Подбор параметра» и вводим 
эти данные4: 

 
После нажатия на кнопку ОК найденное решение уравнения будет записано в ячейку H2. 

Как же найти второе решение? Для  этого нужно выбрать другое начальное приближение, 

например,  0x = 70°, в остальном порядок действий не меняется. Сделайте это самостоятельно. 

                                                            
2 В Excel – функция РАДИАНЫ. 
3 В Excel – диаграмма «Точечная». 
4 В Excel‐2007 пункт «Подбор параметра» находится в группе «Анализ что‐если» на вкладке «Данные». 

10  20  30  40  50 60

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3



Информатика, 10 класс                                      К.Ю. Поляков, А.П. Шестаков, Е.А. Еремин 

http://kpolyakov.narod.ru 
 

09.06.2010

Проверьте, что будет происходить при изменении начальной скорости до 10 м/с и до 20 м/с. 
Объясните эти результаты с точки зрения физики. 

 
1. Какие методы называются приближенными? В каких случаях они используются? 
2. Что такое итерационный метод? 
3. Сравните приближенные и аналитические методы решения уравнений. В чем достоинства и 

недостатки каждого подхода? 
4. Объясните, в чем заключается метод перебора. В чем его недостатки? 
5. Как  с помощью математических операций определяют,  есть ли решение  уравнения на  за‐

данном интервале? В каких случаях такой подход не сработает? 
6. Как избежать зацикливания в методе перебора? 

7. Объясните, почему при ширине полосы  εδ 2=  методом перебора можно найти решение с 
точностью ε . 

8. Что такое отделение корней и уточнение корней? 
9. Объясните  изменения,  сделанные  в  первоначальной  программе  для  решения  уравнения 

методом перебора, которые позволили в одном цикле найти все решения на заданном ин‐
тервале. 

10. Объясните, как работает метод деления отрезка пополам. Сравните его с методом перебо‐
ра.  

 
1. *Попытайтесь  улучшить  метод  перебора,  используя  значение  функции,  вычисленное  на 

предыдущем шаге цикла. 

2. Решите  уравнение  )1cos(52 −= xx   методом  перебора  и методом  деления  отрезка  попо‐

лам. Сравните количество шагов цикла при использовании каждого метода.  (Ответ:  ‐0,517; 
1,833) 

3. Решите уравнение  )1cos(52 −= xx , используя табличный процессор. 

9.3. Дискретизация 

9.3.1. Вычисление длины кривой 
Определим длину траектории L, по которой летит шарик, брошенный под углом к горизонту 

(см.  задачу  в  предыдущем параграфе).  Это  оказывается  не  так  просто,  потому  что  траектория – 
кривая линия.  

Постараемся как‐то свести задачу к более простой, которую мы 
умеем  решать.  Если  бы  линия  состояла  из  отдельных  отрезков,  ее 
длину можно было бы точно вычислить с помощью теоремы Пифаго‐
ра. Например, длина ломаной на рисунке справа равна 

2
23

2
23

2
12

2
12 )()()()( yyxxyyxxL −+−+−+−= . 

Используя эту идею, разделим кривую линию на небольшие участки и заменим каждый уча‐
сток отрезком так, чтобы получилась ломаная (штриховая линия на рисунке): 

Задачи 

? Контрольные вопросы 

  y  

  1y  

  1x     2x     3x  

  2y  
  3y  

x
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Обычно разбивают исходный отрезок  ],[ ba  (на котором нужно определить длину кривой) на рав‐

ные  участки  длиной  h.  Конечно,  длина  ломаной  отличается  от  длины  кривой,  но  естественно 
предположить, что при уменьшении шага разбиения h эта разница будет уменьшаться. 

Обратим внимание, что мы фактически выполнили дискретизацию – представили кривую в 
виде набора точек, при этом информация о поведении функции между этими точками была поте‐
ряна (вспомните оцифровку звука!). Величина h называется шагом дискретизации. 

Подведём итоги: 

• дискретизация позволяет представить задачу в виде, пригодном для компьютерных расчетов; 

• при дискретизации часть информации теряется, поэтом все методы, основанные на дискре‐
тизации – приближенные, они решают задачу с некоторой ошибкой; 

• чтобы уменьшить ошибку, нужно уменьшать шаг дискретизации (увеличивать количество то‐
чек), но при этом возрастет объем (и время) расчетов. 
Теперь можно составить программу. Будем считать, что константы (или переменные) a, b и 

h  задают  границы интервала и шаг дискретизации.  Тогда основная  часть  программы может  вы‐
глядеть так: 

x:= a; L:= 0; 
нц пока x < b 
  y1:= f(x); 
  y2:= f(x+h); 
  L:= L + sqrt(h*h + (y1-y2)*(y1-y2)); 
  x:= x + h; 
кц  
вывод 'Длина кривой ', L; 

или так: 
L := 0; 
x := a;  
while x < b do begin 
  y1 := f(x); 
  y2 := f(x+h); 
  L := L + sqrt(h*h + (y2-y1)*(y2-y1));  
  x := x + h; 
end; 
writeln('Длина кривой ', L:10:3); 
Возвращаясь к задаче с шариком, вспомним, что его движение описывается уравнениями 

2
sin,cos

2

00
gttvytvx −⋅⋅=⋅⋅= αα . 

Если выразить время из первого уравнения и подставить во второе, получается 

α
α 22

0

2

cos2
tg)(

v
xgxxfy ⋅

−⋅== . 

  y  

  a x   b
  h
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Это и есть функция, график которой нас интересует. Написать полную программу вы уже можете 
самостоятельно. Проверьте ее работу для разных значений исходных данных (скорости и угла вы‐
лета, расстояния). 

9.3.2. Вычисление площадей фигур 
Применим  метод  дискретизации  в  другой  достаточно  сложной  задаче  –  для  вычисления 

площади сложной фигуры. Пусть фигура, площадь которой нас интересует, ограничена графиками 

функций  )(1 xfy =  и  )(2 xfy = : 

 
В некоторых простых случаях (но далеко не всегда!) площадь такой фигуры можно вычислить ана‐
литически с помощью методов высшей математики. Мы же будем использовать приближенные 
методы, применять которые значительно проще. 

Как и при вычислении длины кривой, применим дискретизацию – разделим фигуру на от‐
дельные  полоски,  и  заменим  каждую  полоску  на  другую фигуру,  для  которой мы можем  легко 
найти площадь, например, на прямоугольник. 

 
Понятно, что площадь исходной фигуры не совпадает с суммой площадей получившихся прямо‐
угольников. Так и должно было быть, ведь при дискретизации информация о поведении функций 
между точками отсчета была утеряна. Однако, при уменьшении шага дискретизации h эта разница 
будет уменьшаться. 

На рисунке высота прямоугольника рассчитывается как разность функций на левой границе 
интервала  (можно использовать и правую границу). На практике обычно вычисляют высоту в се‐

редине интервала  (в точке  2/hx + ),  тогда площадь прямоугольника будет более близка к пло‐
щади полосы исходной фигуры.  Заметим,  что ширина каждого из прямоугольников равна h,  по‐
этому в программе умножение на h можно выполнить в конце цикла: 

 
S:= 0; x:= a;  
нц пока x < b 
  S:= S + f1(x+h/2) - f2(x+h/2); 
  x:= x + h; 
кц  
S:= h*S; 

S := 0; x := a; 
while x < b do begin 
  S := S + f1(x+h/2) - f2(x+h/2); 
  x := x + h; 
end; 
S := h*S; 

  a x   b

  y
  )(1 xf

  )(2 xf

a   x b

  y
  )(1 xf

  )(2 xf

  h

  x   hx +  

  )(1 xf

  )(2 xf
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вывод 'Площадь ', S;  writeln('Площадь ', S:8:3); 
Вместо  прямоугольника  для  замены  можно  использовать  еще  одну  фигуру,  для  которой 

легко считается площадь – трапецию: 

 
Площадь трапеции равна произведению полусуммы ее оснований на высоту, то есть для элемен‐
тарной трапеции с левой границей в точке x получаем  

[ ])()()()(
2 2121 hxfhxfxfxfh

+−++−⋅ . 

Простейшая программа выглядит так: 
S:= 0; x:= a; 
нц пока x < b 
  S:= S + f1(x) - f2(x); 
  S:= S + f1(x+h) - f2(x+h); 
  x:= x + h; 
кц  
S:= h*S/2; 
вывод 'Площадь ', S; 

S := 0; x := a; 
while x < b do begin 
  S := S + f1(x) - f2(x)  
         + f1(x+h) – f2(x+h); 
  x := x + h; 
end; 
S := h*S/2; 
writeln('Площадь ', S:8:3); 

Можно заметить, что правое основание одной трапеции совпадает с левым основание сле‐
дующей, поэтому можно немного изменить программу, чтобы на каждом шаге цикла вычислялась 
разность  функций только в одной точке. Сделайте это самостоятельно. 

   
1. Что такое дискретизация?  
2. Что дает дискретизация в рассмотренных задачах? 
3. Что  такое  шаг  дискретизации?  Как  должна  быть  связана  его  величина  с  длиной  отрезка 

],[ ba ? 

4. Как зависит точность и время вычислений от выбора шага дискретизации? 
5. Почему методы, основанные на дискретизации, всегда дают приближенный результат? 
6. Подумайте, можно ли выполнять дискретизацию с переменным шагом. Ответ обоснуйте. 

 
1. Измените программу для вычисления длины кривой так, чтобы на каждом шаге цикла вы‐

числять только одно значение функции. 

2. Найдите длину параболы  2xy =  на интервале  ]10,0[∈x . (Ответ: 101,05) 

3. Для примера, разобранного в предыдущем пункте, вычислите длину траектории движения 
шарика для углов вылета 35,5° и 65,8°. Сравните полученные результаты. Постройте эти тра‐
ектории с помощью табличного процессора. (Ответ: 10,6 м; 14,9 м) 

4. Решите  предыдущую  задачу  при  разных  значениях шага.  Какой шаг  вы  рекомендуете  вы‐
брать для этого случая? Почему? 

Задачи 

? Контрольные вопросы 

 a   x b

  y
  )(1 xf

  )(2 xf

  h  

x hx +  

  )(1 xf

  )(2 xf

  )(1 hxf +

  )(2 hxf +
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5. В чем заключается дискретизация при вычислении площади? 
6. *Измените программу для вычисления площади методом трапеций так, чтобы повторно не 

вычислять одни и те же величины. 

7. Найдите площадь фигуры, ограниченной параболой  2xy =  и осью OX, 

на интервале  ]10,0[∈x . (Ответ: 333,33) 

8. *Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками функций  2xy =  и  

xy cos4= .  

(Ответ: 6,304) 

 
9. *Найдите площадь фигуры, ограниченной эллипсом 

1
94

22

=+
yx

. 

(Ответ:  π6 ) 
10. *Найдите с помощью приближенных методов площадь круга радиуса R = 2. Используя это 

значение, из формулы  2RS ⋅= π  определите приближенно число π. 

9.4.  Оптимизация 

9.4.1. Что такое оптимизация? 

С точки зрения математики, цель оптимизации – выбрать неизвестную величину x (или не‐
сколько неизвестных величин – массив) наилучшим образом.  

Чтобы  задача оптимизации была  корректной,  нужно определить целевую функцию  )(xf , 

которая позволяет сравнивать два решения. Оптимальным называется такое  решение, при кото‐
ром целевая функция достигает максимума (если это «доходы», «прибыль») или минимума («рас‐
ходы», потери»): 

max)( →xf  или  min)( →xf . 

Чтобы задача оптимизации  стала осмысленной,  нужно ввести ограничения. Например,  че‐
ловек хочет построить загородный дом за минимальную цену (здесь целевая функция – это общая 
цена строительства, нужно сделать ее минимальной). Очевидно, что лучшее решение – не строить 
дом вообще, при этом расходы будут равны нулю. Такое «оптимальное» решение получено пото‐
му,  что мы не  задали  ограничения  (например,  нужен двухэтажный дом  с  гаражом,  балконом и 
камином). 

9.4.2. Локальные и глобальный минимумы 
По  традиции  в  теории оптимизации рассматривают  задачу  поиска минимума.  Если  нужно 

найти  максимум,  просто  меняют  знак  функции:  значение  функции  )(xf   максимально  там,  где 

значение функции  )(xf−  минимально. 

Оптимизация – это поиск наилучшего (оптимального) решения задачи в заданных условиях.  

x

y
 

2xy =

0

xy cos4=

10 x

  y
 

2xy =

 0 
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В математике различают локальный  («местный») и глобальный («общий») минимум. В точ‐

ках  1x ,  2x  и  3x  функция,  график которой показан на рисунке, имеет локальные минимумы, этот 

значит, что слева и справа от этих точек функция возрастает. 

 
Минимум  в  точке  3x  –  глобальный,  потому  что  здесь  функция  имеет  наименьшее  значение  во 

всей рассматриваемой области. 
Очевидно,  что  нас  всегда  интересует  глобальный  минимум.  Однако  большинство  сущест‐

вующих методов оптимизации5 предназначены именно для поиска локальных минимумов вблизи 
заданной  начальной  точки  (начального  приближения).  Можно  представить  себе,  что  график 
функции – это срез поверхности, на которую устанавливается шарик в некоторой начальной точке; 
куда этот шарик скатится, такой минимум и будет найден. 

9.4.3. Метод дихотомии 
 Дихотомия  (греч. διχοτομία – «деление надвое») –  это метод поиска минимума функции, 

который очень напоминает метод деления отрезка пополам (бисекции). Пусть дана непрерывная 

функция  )(xf , имеющая на отрезке  ],[ ba  один минимум в точке  *x . Нужно найти это значение 
*x  с заданной точностью ε . 

 

 
Как  и  в  методе  бисекции,  мы  последовательно  «сжимаем»  отрезок,  пока  его ширина  не  будет 

достаточно мала (меньше, чем  ε2 ). На каждом шаге 

1) вычисляется середина интервала 
2

bac +
= ; 

2) вычисляются  координаты двух  точек,  симметричных относительно  середины: rcx −=1   и 

rcx +=2 , где  2/)(0 abr −<<  – некоторое число; 

                                                            
5 Для некоторых типов функций существуют методы глобальной оптимизации, но они, как правило, сложны 
и выходят за рамки школьного курса. 

Результат оптимизации  зависит от выбранного начального приближения. 

локальный
минимум

глобальный 
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3) сравниваются значения функции в этих точках: если  )()( 21 xfxf >  минимум функции на‐

ходится на отрезке  ],[ 1 bx , поэтому отрезок  ],[ 1xa  можно отбросить – переместить левую 

границу в точку  1x ; если  )()( 21 xfxf <  правая граница интервала перемещается в точку 

2x . 

Остается один вопрос: как выбирать  r  на каждом шаге? Проще всего вычислять его по фор‐

муле  )( abkr −⋅= , где  k  – постоянный коэффициент  ( 5,00 << k ). Тогда ширина интервала на 

следующем шаге будет равна  

)()5,0()(
2

abkabkab
−⋅+=−⋅+

−
, 

то есть составит  k+5,0  от первоначальной. Для ускорения поиска выгодно, чтобы это отношение 

было как можно меньше, то есть чтобы коэффициент  k  был возможно ближе к нулю (ноль выби‐

рать нельзя, потому что при этом точки  1x  и  2x  совпадут и метод не будет работать). Программа 

может выглядеть примерно так: 
k:= 0.01; 
delta:= 2*eps; 
нц пока b - a > delta 
  r := k*(b - a); 
  x1 := (a + b)/2 - r; 
  x2 := (a + b)/2 + r; 
  если f(x1) > f(x2) то  
        a := x1 
  иначе b := x2; 
  все 
кц  
вывод 'Решение ', (a+b)/2; 

k := 0.001; 
delta := 2*eps;   
while b - a > delta do begin 
  r := k*(b - a); 
  x1 := (a + b)/2 - r; 
  x2 := (a + b)/2 + r; 
  if f(x1) > f(x2) then  
       a := x1 
  else b := x2; 
end; 
writeln('Решение: ', (a+b)/2:10:3 ); 

В  качестве упражнения можно исследовать работу  этой программы при разных  значениях 

k , подсчитав для каждого варианта количество шагов цикла, которое потребовалось для получе‐
ния решения с заданной точностью.  

Существует вариант метода дихотомии,  при котором на каждом шаге цикла нужно вычис‐
лять  только  одно  значение  функции  (второе  «переходит»  с  предыдущего  шага).  В  этом  случае 

нужно выбирать коэффициент  k  равный отношению «золотого сечения»: 

...618,0
2

51
≈

+
=k  

9.4.4. Пример: оптимальная раскройка листа  
Рассмотрим пример практической задачи оптимизации. В углах квадратного листа железа, 

сторона  которого  равна  1 м,  вырезают  четыре  квадрата  со  стороной  x.  Затем  складывают  полу‐
чившуюся развертку (по штриховым линиям на рисунке), сваривают швы и таким образом получа‐
ется бак: 

 
Требуется выбрать размер выреза x так, чтобы получился бака наибольшего объема. 

   

   

   

  z

  x

1 м x

z  
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Для того, чтобы грамотно поставить задачу оптимизации, нужно  
1) определить целевую функцию: в данном случае выразить объем бака через неизвестную ве‐

личину x; 
2) задать ограничения на возможные значения x. 

Легко видеть, что основание получившегося бака – это квадрат со стороной z, а его высота 
равна x. Однако, величина z зависит от x и равна  xz 21−= , поэтому объем бака вычисляется по 

формуле  2)21( xxV −= , это и есть целевая функция, для которой нужно найти максимум. 

Понятно, что x не может быть меньше нуля. С другой стороны, x не может быть больше, чем 
половина стороны исходного листа (0,5 м), поэтому ограничения запишутся в виде двойного нера‐

венства:  5,00 ≤≤ x . Заметим, что при  0=x  и  5,0=x  объем бака равен нулю (в первом случае 

равна нулю высота, во втором – площадь основания).  

Таким  образом,  нужно  искать минимум целевой функции  2)21()( xxxf −=   на  интервале 

]5,0;0[ .  Для  этого можно использовать метод дихотомии  (сделайте  это  самостоятельно).  Не  за‐

будьте, что приведенный выше вариант программы рассчитан на поиск минимума, а в этой задаче 
нужно найти максимум. 

(Ответ:  6/1 ) 

9.4.5. Использование табличных процессоров  
В стандартной поставке OpenOffice Calc модуль оптимизации работает только для линейных 

функций. Для того, чтобы решить рассмотренную выше задачу с баком, нужно установить расши‐
рение  Solver  for  Nionlinear  Programming  (extensions.services.openoffice.org/project/NLPSolver)  и  в 
параметрах модуля оптимизации выбрать один из методов нелинейной оптимизации. В таблич‐
ном процессоре Excel оптимизация выполняется с помощью стандартной надстройки «Поиск ре‐
шения». 

Сначала построим график функции, как мы делали это при решении уравнения.  

 
По  этому  графику  видно,  что функция имеет  единственный максимум  в  районе  точки  2,00 =x . 

Это значение можно выбрать в качестве начального приближения для поиска. 
Выделим в таблице две ячейки  (например, E2 и F2), в первую запишем начальное прибли‐

жение (0,2), а во вторую – формулу для вычисления объема для этого значения x: 

 
Задача  оптимизации  формулируется  в  виде  «найти  максимум  (или  минимум)  целевой 

функции  в  ячейке …,  изменяя  значения  ячеек …  при  ограничениях …».  В  нашей  задаче  целевая 
ячейка – F2 (нужно найти ее минимум), изменяемая ячейка – E2. 

Выбираем в верхнем меню пункт «Сервис – Поиск решения», в появившемся окне вводим 
адреса целевой и изменяемой ячеек (для этого можно установить курсор в нужное поле ввода и 
щелкнуть по ячейке) и ограничения: 

x

 V  

 0  0,50,40,30,20,1
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После щелчка по кнопке «Решить» в ячейке E2 будет записано оптимальное значение x, а в целе‐
вой ячейке – соответствующее (максимальное) значение объема. 

Надстройка «Поиск решения» позволяет 

• находить максимум или минимум целевой функции; 

• решать уравнения, задавая желаемое значение целевой функции; 

• использовать несколько изменяемых ячеек и диапазонов, например запись 
A2:A6;B15 

в списке изменяемых ячеек означает «изменять все ячейки диапазона A2:A6 и ячейку B15»; 

• использовать ограничения типа «меньше или равно», «больше или равно», «равно», «целое» 
и «двоичное» (только 0 или 1). 
Кнопка «Параметры»  позволяет  опытным пользователям менять  настройки  алгоритма  оп‐

тимизации. 

 
1. Что такое оптимизация? 
2. Что такое целевая функция? 
3. Какое решение называется оптимальным? 
4. Почему выражение «самый оптимальный» безграмотно? 
5. Что можно сказать о рекламной фразе «Этот крем обеспечивает оптимальный цвет лица»? 
6. Зачем нужны ограничения в задаче оптимизации? 
7. В чем разница между понятиями «локальный минимум» и «глобальный минимум»? 
8. Что такое начальное приближение? 
9. Почему результат решения задачи оптимизации чаще всего зависит  от выбора начального 

приближения? 
10. Объясните принцип работы метода дихотомии. 
11. Обязательно ли при использовании метода дихотомии брать пробные точки симметрично 

относительно середины отрезка? Ответ обоснуйте. 
12. Когда метод дихотомии не будет работать (может выдать неверный ответ)? 
13. Подумайте, можно ли задачу решения уравнения сформулировать как задачу оптимизации. 

 
1. Примените метод  дихотомии  для  решения  задачи  оптимальной  раскройки,  которая  разо‐

брана  в  тексте.  Решите  задачу,  используя  разные  значения  коэффициента  k ,  и  постройте 

график зависимости количества шагов цикла от  k . 

Задачи 

? Контрольные вопросы 
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2. *Напишите программу,  которая реализует метод «золотого сечения»  (на каждом шаге вы‐
числяется только одно значение функции). 

3. *Банка  имеет  форму  цилиндра6,  полная  площадь  ее  поверхности  (боковая  поверхность  и 
два  круга‐основания)  равна 100 см2. Определите радиус и  высоту банки,  которая при  этих 

условиях имеет максимальный объем. (Ответ: R ≈ 2,3 см; H ≈ 4,6 см) 
4. *Банка имеет форму цилиндра, ее объем равен 500 см3. Определите радиус и высоту банки, 

которая  при  этих  условиях  имеет  минимальную  площадь  полной  поверхности.  

(Ответ: R ≈ 4,3 см; H ≈ 8,6 см) 
5. Фирма «Рога и копыта» хочет провести рекламную кампанию в газетах. Данные о цене рек‐

ламного объявления и тиражах газет внесены в таблицу: 

Газета  Тираж  Цена 1 объявл.  Объявлений Расходы  Охват
Ведомости  10000  1000р.  1  1000 р.   10000
Туризм  3500  570р.  2  1140 р.   7000
Спорт  6000  700р.  3  2100 р.   18000
Правда  20000  1250р.  4  5000 р.   80000
Всего        9240 р.   115000

В  каждую  газету  нужно дать  не менее  одного  и  не  более  6  объявлений.  С  помощью над‐
стройки «Поиск решения»  табличного процессора определите,  сколько объявлений нужно 
дать в каждую газету, чтобы обеспечить общий охват не менее 200000 человек и при этом 
израсходовать как можно меньше денег. (Ответ: 6, 1, 3, 6) 

6. В условиях предыдущей задачи определите, сколько объявлений нужно дать в каждую газе‐
ту,  чтобы обеспечить наибольший общий охват и при этом израсходовать не более 15 000 
рублей. (Ответ: 6, 1, 1, 6) 

9.5.  Статистические расчеты 

Табличные  процессоры  стали  незаменимым  инструментом  для  решения  этих  задач.  И  Excel,  и 
OpenOffice Calc содержат несколько десятков встроенных статистических функций. 

9.5.1. Свойства ряда данных 
Простейшая задача статистики – изучить свойства одного ряда данных. Ряд данных X дли‐

ной n – это множество значений nxxx ...,, 21 . Для ряда можно определить количество элементов, 

их сумму, среднее значение, минимальное и максимальное значения и т.д. Далее мы приводим 
как английские названия функций (для OpenOffice Calc), так и русские (для  русской версии Excel). 

Пусть  ряд  данных  записан  в  ячейках  A1:A20.  Его  сумма,  среднее,  минимальное  и  макси‐
мальное значения могут быть определены с помощью следующих формул: 

сумма:    =SUM(A1:A20)  =СУММ(A1:A20) 
среднее:   =AVERAGE(A1:A20)  =СРЗНАЧ(A1:A20) 
минимальное:  =MIN(A1:A20)  =МИН(A1:A20) 
максимальное:  =MAX(A1:A20)  =МАКС(A1:A20) 
Функции COUNT (СЧЕТ) и AVERAGE (СРЗНАЧ) учитывают только числа в указанном диапа‐

зоне (без учета пустых и текстовых ячеек). 

                                                            
6 Задачи 16 и 17 предложены В.Я. Лаздиным. 

Статистика – это наука, которая изучает методы обработки и анализа больших массивов данных. 
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С помощью функции COUNTIF (СЧЕТЕСЛИ) можно подсчитать число элементов ряда, удов‐
летворяющих некоторому условию. Например,  если в диапазоне A1:A20  записаны школьные от‐
метки, формула  

=COUNTIF(A1:A20;"=5") 
вычисляет число пятерок, а формула 

=COUNTIF(A1:A20;">3") 
общее число четверок и пятерок (всех ячеек, значения которых больше 3). 

Более  сложная характеристика ряда – среднеквадратическое отклонение или стандарт‐

ное  отклонение  xσ ,  с  помощью  которого  оценивается  «разброс»  значений  nxxx ...,, 21 относи‐

тельно среднего значения ряда x : 

∑
=

−=
n

i
ix xx

n 1

2)(1σ . 

Cреднеквадратическое  отклонение  –  это  неотрицательная  величина  (подумайте,  почему).  Чем 

больше  xσ , тем больше разброс значений относительно среднего. Для вычисления стандартного 

отклонения в табличных процессорах используется функция STDEVP (СТАНДОТКЛОНП): 
=STDEVP(A1:A20)   =СТАНДОТКЛОНП(A1:A20) 

9.5.2. Условные вычисления 
В языке программирования важнейшую роль играют условные операторы  (ветвления), по‐

зволяющие  выбирать один из двух  (или нескольких)  вариантов обработки данных.  В  табличных 
процессорах тоже возможны условные вычисления, при которых в ячейку заносится то или иное 
значение в зависимости от выполнения какого‐то условия. 

Предположим,  что  в  книжном  интернет‐магазине  «Бука»  доставка  покупок  бесплатна  для 
тех, кто сделал заказ на сумму более 500 рублей,  а для остальных доставка стоит 20% от суммы.  

 
Таким образом, есть два варианта вычисления стоимости  доставки, поэтому в формулах столбца 
C нужно использовать ветвление. Например, алгоритм вычисления значения ячейки C2 может вы‐
глядеть так: «если B2>500, записать в ячейку 0, иначе записать значение B2*0,2». В программе на 
Паскале мы бы записали 

if B2 > 500 then  
     C2 := 0 
else C2 := B2*0.2; 

В табличных процессорах для условных вычислений используют функцию IF (ЕСЛИ): 
=IF(B2>500;0;B2*0,2)   =ЕСЛИ(B2>500;0;B2*0,2) 

У этой функции три аргумента, разделенные точками с запятой: 
1) условие (B2>500); 
2) значение ячейки в том случае, когда условие истинно (0); 
3) значение ячейки в том случае, когда условие ложно (B2*0,2). 
Первый  аргумент  может  быть  сложным  условием,  которое  строится  с  помощью  функций 

NOT  (НЕ, отрицание), AND  (И,  логическое умножение) и OR  (ИЛИ,  логическое сложение). Напри‐
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мер, если бесплатная доставка распространяется только на заказы, у которых номер меньше 1500 
и сумма больше 500 рублей, в ячейку C2 нужно записать такую формулу: 

=IF(AND(A2<1500;B2>500);0;B2*0,2) 
Здесь использовано сложное условие AND(A2<1500;B2>500), которое истинно только при од‐
новременном выполнении обоих простых: A2<1500 и B2>500. 

Второй и третий аргументы функции IF могут содержать вложенные вызовы этой функции. 
Пусть, например, для заказов стоимостью более 200 рублей (но не больше 500) стоимость достав‐
ки составляет 10% от суммы, то есть 

if B2 > 500 then  
  C2 := 0 
else  
  if B2 > 200 then 
       C2 := B2*0.1 
  else C2 := B2*0.2; 

В табличном процессоре этот алгоритм запишется в виде 
=IF(B6>500;0;IF(B6>200;B6*0,1;B6*0,2)) 

9.5.3. Связь двух рядов данных 
Одна из  задач обработки данных –  установить взаимосвязь между величинами,  процесса‐

ми,  явлениями. Пусть существуют два ряда данных одинаковой длины 

nxxx ...,, 21  и   nyyy ...,, 21 . 

Например, первый ряд – это температура воздуха за n последних дней, а второй ряд – значения 
атмосферного давления в те же дни. Требуется определить, есть ли связь между этими рядами и 
оценить, насколько она сильная. 

Для решения этой задачи чаще всего используется коэффициент корреляции (англ. correla‐
tion – взаимоотношение, связь): 

yx

n

i
ii

xy

yyxx
n

σσ
ρ

⋅

−−
=

∑
=1

))((1

. 

Здесь  x  и  y  – средние значения рядов, а  xσ  и  yσ  – их среднеквадратические отклонения. 

Величина  xyρ   –  это  безразмерный  коэффициент7,  причем  можно  показать,  что  всегда 

11 ≤≤− xyρ .  Если  0>xyρ ,  то  увеличение  значения  x   (в  среднем)  приводит  к  увеличению  y ; 

если же  0<xyρ , при увеличении  x  значение  y  чаще всего уменьшается. 

Чем больше модуль  xyρ ,  тем  сильнее  связь между двумя  величинами.  При  1−=xyρ   или 

1=xyρ  они строго связаны линейной зависимостью  bkxy += ,  где  k  и  b – некоторые числа. В 

случае  1−=xyρ  эта зависимость убывающая ( 0<k ), а при  1=xyρ  – возрастающая ( 0>k ). 

Считается,  что между  x   и y   есть  сильная  связь,  если  5,0>xyρ .  При меньших  значениях 

xyρ  делать какие‐то далеко идущие выводы не следует (связь слабая или не обнаружена). 

Для вычисления коэффициента корреляции в табличных процессорах используется функция 
CORREL (КОРРЕЛ): 

=CORREL(A1:A20;B1:B20)  =КОРРЕЛ(A1:A20;B1:B20) 
                                                            
7 Попробуйте доказать это самостоятельно. 



Информатика, 10 класс                                      К.Ю. Поляков, А.П. Шестаков, Е.А. Еремин 

http://kpolyakov.narod.ru 
 

09.06.2010

Обратите внимание, что у этой функции два аргумента (два ряда данных одинаковой длины), ад‐
реса двух диапазонов отделяются точкой с запятой. 

Нужно учитывать, что коэффициент корреляции лучше всего обнаруживает линейную зави‐
симость. Если связь есть, но она далека от линейной, коэффициент корреляции может быть невы‐
сок. В таких случаях для установления связи нужно использовать более сложные методы, которые 
мы здесь рассматривать не будем. 

 
1. Что изучает статистика? Как вы думаете, в чем ее задача? 
2. Как влияют пустые ячейки на результат работы функций COUNT и AVERAGE? 
3. Чем отличаются функции COUNT и COUNTIF? 
4. Что показывает среднеквадратическое отклонение? 
5. Что показывает коэффициент корреляции? 
6. Для двух рядов коэффициент корреляции равен (– 0,5). Что можно сказать о возможной свя‐

зи этих рядов между собой? 
7. Для двух рядов коэффициент корреляции равен 0,1. Что можно сказать о возможной связи 

этих рядов между собой? 

 
1. В  электронной  таблице  значение  формулы =SUM(B1:B2)  равно  5.  Чему  равно  значение 

ячейки B3, если значение формулы =AVERAGE(B1:B3) равно 3? (Ответ: 4) 
2. В электронной таблице значение формулы  =SUM(C3:E3) равно 12. Чему равно значение 

формулы =AVERAGE(C3:F3), если значение ячейки F3 равно 4?  (Ответ: 4) 
3. В электронной таблице значение формулы  =SUM(A2:D2) равно 12. Чему равно значение 

формулы =AVERAGE(A2:E2), если значение ячейки E2 равно 13?  (Ответ: 5) 
4. В электронной таблице значение формулы  =AVERAGE(A6:C6) равно (-2). Чему равно 

значение формулы =SUM(A6:D6), если значение ячейки D6 равно 6? (Ответ: 0) 
5. В электронной таблице значение формулы  =AVERAGE(B5:E5) равно 10. Чему равно зна‐

чение формулы =SUM(B5:F5), если значение ячейки F5 равно 1? (Ответ: 41) 
6. В электронной таблице значение формулы  =AVERAGE(A1:C1) равно 6. Чему равно зна‐

чение ячейки D1, если значение формулы =SUM(A1:D1)равно 7? (Ответ: ‐11) 
7. В электронной таблице значение формулы  =AVERAGE(A3:D4) равно 6. Чему равно зна‐

чение формулы =AVERAGE(A3:C4), если значение формулы =SUM(D3:D4)равно 6?   
(Ответ: 7) 

8. В электронной таблице значение формулы  =AVERAGE(C2:D5) равно 4. Чему равно зна‐
чение формулы =SUM(C5:D5), если значение формулы =AVERAGE(C2:D4)равно 6?   
(Ответ: ‐4) 

9. *Как  изменится  значение  ячейки  С3,  если  по‐
сле  ввода  формул  переместить  содержимое 
ячейки В2 в В3? 

(Ответ: уменьшится на 1) 
10. Доставка товара в фирме «Рога и копыта» сто‐

ит  200  рублей,  если  в  доме  есть  лифт.  Если 
лифта  нет,  подъем на  каждый  этаж  стоит 200 
рублей:  

 А В С 
1 1 2  
2 2 6 =COUNT(A1:B2) 
3   =AVERAGE(A1:C2)

 А В С D 
1 Заказ Этаж Лифт Доставка
2 12 5 нет 1000
3 34 2 да 200
4 56 8 да 200

Задачи 

? Контрольные вопросы 
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Какую формулу нужно записать в ячейку D2?  
(Ответ: =IF(C2="да";200;B2*200)) 

11. При приеме на работу претенденты проходят два  тура  собеседования.  В  каждом  туре вы‐
ставляется отметка от 0 до 100 баллов. На работу принимаются те, кто в каждом туре набрал 
не менее 80 баллов. 

 А В С D 
1 Фамилия 1 тур 2 тур Принят 
2 Иванов 80 80 да 
3 Петров 90 70 нет 
4 Сидоров 85 90 да 

Какую формулу нужно записать в ячейку D2?  
(Ответ:  =IF(AND(B2>=80;C2>=80);"да";"нет")) 

12. Решите  предыдущую  задачу  при  условии,  что  на  работу  принимаются  все,  кто  набрал  90 
баллов хотя бы в одном туре собеседования. 
(Ответ:  =IF(OR(B2>=90;C2>=90);"да";"нет")) 

13. Сниженный тариф на телефонные разговор – 2 рубля за минуту разговора – действует в ра‐
бочие дни после 20 часов и в выходные дни. Обычный тариф – 5 рублей за минуту. Дни в 
таблице нумеруются с 1 до 7 (1 – понедельник).  

 А В С D 
1 Код Время День недели Тариф 
2 12 21:12:20 2 2 руб. 
3 34 17:23:50 1 5 руб. 
4 56 10:21:42 7 2 руб. 

Какую формулу нужно  записать  в  ячейку D2? Момент  времени 20:00:00  в формуле нужно 
записывать как TIME(20;0;0). 
(Ответ: =IF(OR(B2>TIME(20;0;0);C2>5);2;5)) 

14. При покупке на сумму более 1000 рублей в магазине «Рога и копыта» владельцам дисконт‐
ных карт предоставляется скидка 5%. 

 А В С D 
1 Код Цена Дисконтная карта Со скидкой 
2 12 1 200 руб. нет 1 200 руб. 
3 34 1 450 руб. да 1 378 руб. 
4 56 750 руб. да 750 руб. 

Какую формулу нужно записать в ячейку D2?  
(Ответ: =IF(AND(B2>1000;C2="да");B2*0,95;B2)) 

15. Во время уценки цена всех товаров, которых хранятся на складе более 6 месяцев, снижается 
на 20% (если цена товара больше 1000 рублей) или на 10% (если цена меньше 1000 рублей). 

 А В С D 
1 Код Цена Хранится (месяцев) Новая цена 
2 12 1 200 руб. 3 1 200 руб. 
3 34 1 450 руб. 7 1 160 руб. 
4 56 750 руб. 12 675 руб. 

Какую формулу нужно записать в ячейку D2?  
(Ответ: =IF(C4>6;IF(B4>1000;B4*0,8;B4*0,9);B4)) 
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9.6. Обработка результатов эксперимента 

9.6.1. Зачем это нужно? 
Многие практические задачи связаны с проведением эксперимента, в результате которого 

исследователь с помощью измерительных приборов получает массивы данных. Затем эти данные 
необходимо обработать, для того чтобы выявить закономерности, подтвердить или опровергнуть 
выводы теории и т.п. 

Например, с помощью динамометра и линейки можно экспериментально определить жест‐

кость  пружины.  Для  этого  используется  закон  Гука,  связывающий  приложенную  силу  F ,  жест‐

кость пружины  k   и ее удлинение  lΔ  линейной зависимостью: 

lΔ⋅= kF . 

Величина  k   зависит от материала пружины и ее размеров. Для определения 

жесткости  k  на нижний конец пружины подвешивают груз известной массы  m  

(так что сила  mgF =  тоже известна) и измеряют удлинение пружины  lΔ . То‐

гда  lΔ= /Fk . 
Обычно такой эксперимент проводится несколько раз, в результате получается серия значе‐

ний  iF   (для  ni ,...2,1= )  и  соответствующих им  удлинений  ilΔ .  Для  каждой пары рассчитанная 

жесткость  iii Fk lΔ= /   будет,  скорее  всего,  различной.  Конечно,  можно  принять  за  k   среднее 

значение по всем полученным измерениям. Однако такой подход не очень хорошо обоснован с 
научной точки зрения. Поэтому были разработаны другие методы, один из которых рассматрива‐
ется далее. 

9.6.2. Метод наименьших квадратов 
Предположим,  что  есть  два  ряда  данных  одинаковой  длины:  nxxx ...,, 21   и    nyyy ...,, 21 . 

Предполагается,  что они  связаны линейной  зависимостью  xky ⋅= ,  где  k  –  неизвестный  коэф‐

фициент.  Требуется  найти оптимальное  значение  k ,  которое  лучше  всего  соответствует  исход‐
ным данным.  

Поскольку речь идет о задаче оптимизации, нужно определить функцию, которая позволяет 
оценить, насколько хорошо выбранная зависимость соответствует исходным данным. Предполо‐

жим, что выбран некоторый коэффициент  k , так что для каждого  ix  можно найти соответствую‐

щее ему значение функции  ii xkY ⋅= .  

В идеале график функции должен проходить через все точки  ),( 11 yx ,  ),( 22 yx , …  ),( nn yx , 

то есть при всех  i  должно выполняться условие  ii yY = . Однако, на практике этого, скорее всего, 

не будет. 

 x

  y  

 0 

  1y

  1Y

  2Y

  2y  

  3y  

  3Y

  1x   2x   3x

  kxy =  

lΔ
F
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Отклонение полученной линии от исходных данных определяется разностями   ii yY − : чем 

они меньше  (по модулю), тем лучше соответствие. Поэтому можно сложить квадраты этих вели‐

чин и выбрать  k  так, чтобы эта сумма 

∑
=

−++−+−=−=
n

i
nnii yYyYyYyYE

1

22
22

2
11

2 )(...)()()(  

была минимальной. Такой подход называется методом наименьших квадратов. 

Как найти коэффициент  k  наилучшим образом, то есть так, чтобы сумма квадратов  E  была 

минимальной? Для этого заменим  iY  на  ixk ⋅  и раскроем скобки в формуле для вычисления  E : 
22222 2)()( iiiiiiii yykxxkyxkyY +−=−⋅=− . 

Группируя слагаемые, содержащие  2k  и  k , получаем  

CBkAkE +−= 2 , 

где ∑
=

=
n

i
ixA

1

2 ,  ∑
=

=
n

i
ii yxB

1
2  и  ∑

=

=
n

i
iyC

1

2 . График зависимости  E  от  k  – это парабола, причем ее 

ветви направлены вверх, потому что  0>A  (это сумма квадратов). Вершина параболы (и минимум 

функции!) находится в точке 
A

Bk
2

= , это и будет оптимальное решение. 

Таким образом, алгоритм для определения оптимального значения  k  приобретает вид: 

1) вычислить коэффициенты параболы  ∑
=

=
n

i
ixA

1

2  и  ∑
=

=
n

i
ii yxB

1

2 ; 

2) вычислить 
A

Bk
2

= . 

Решение получилось простым только потому, что мы выбрали очень простую функцию, ли‐
нейную с нулевым свободным членом. В более сложных случаях строгое решение задачи оптими‐
зации требует знания высшей математики. 

Если исходные данные  записаны в массивы x[1..N]  и y[1..N],  программа на Паскале 
для рассмотренного случая выглядит так:  

A:= 0; B:= 0; 
нц для i от 1 до N 
  A := A + x[i]*x[i]; 
  B := B + x[i]*y[i]; 
кц 
k:= B / A; 

A:= 0; B:= 0; 
for i:=1 to N do begin 
  A:= A + x[i]*x[i]; 
  B:= B + x[i]*y[i]; 
end; 
k:= B / A; 

Чтобы избавиться от лишних операций, умножение на 2 при вычислении B и деление на 2 

при вычислении  k  не выполняется (они взаимно уничтожаются). 
Для решения задачи методом наименьших квадратов можно использовать табличные про‐

цессоры с модулем поиска решения. Пусть в результате измерений получены точки (1; 1,1), (2; 1,8) 
и (3; 3,5). Занесем эти координаты в столбцы A и B, в ячейку B1 запишем начальное приближение 

для  k , а в столбец C – значения функции  xky ⋅=  для значений  x  из столбца A: 
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Величина E – это сумма квадратов разностей двух рядов, которая вычисляется с помощью функ‐
ции  SUMXMY2  (СУММКВРАЗН).  У  этой  функции  2  аргумента  –  ряд  y   (измеренные  значения  в 

столбце B) и ряд  Y   (вычисленные значения функции в  столбце C).  Задача оптимизации – найти 

минимальное значение E (в ячейке B2), изменяя значение  k  в ячейке B1 – решается с помощью 
надстройки «Поиск решения». 

9.6.3. Восстановление зависимостей 
Пусть заданы пары значений  x  и  y , и предполагается, что они связаны некоторой зависи‐

мостью  )(xfy = , которую нужно найти. Такая задача называется задачей восстановления зави‐

симости. 
Если  вид  функции  не  задан,  эта  задача  некорректна,  потому  что  через  заданные  точки 

можно провести сколько угодно различных линий (графиков функций), и невозможно сказать, ка‐
кая из них лучше подходит: 

 
Поэтому для того, чтобы сделать задачу осмысленной нужно заранее задать вид функции, так что 
останется только найти ее неизвестные коэффициенты.  

Откуда взять вид функции? В некоторых случаях он известен из физических законов, описы‐
вающих  явление  (так  было  в  примере  с  исследованием  закона  Гука).  Иногда  вид  зависимости 
можно определить по внешнему виду расположения  точек.  Также можно попробовать функции 
разного типа и выбрать лучший вариант. Часто используют следующие типы функций: 

• линейную  bxay +⋅= ; 

• логарифмическую  bxay +⋅= ln ; 

• показательную (экспоненциальную)  xbay ⋅= ; 

• степенную  bxay ⋅= . 

Задача сводится к тому, чтобы выбрать коэффициенты  a  и  b  наилучшим образом. Для ее 
решения «вручную» нужно применять методы вычислительной математики, выходящие за рамки 
школьного  курса.    Однако  в  современных  табличных 
процессорах  есть  встроенные  возможности  для  реше‐
ния задачи восстановления зависимостей. Полученные 
графики  оптимальных  функций  называются  линиями 
тренда (англ. trend – основное направление развития). 

Сначала  нужно  ввести  исходные  данные  (коор‐
динаты точек) в таблицу и построить по ним диаграмму 
типа «Диаграмма XY» (в Excel – «Точечная»). Лучше ос‐
тавить на диаграмме только точки, не соединяя их ли‐
нией. 

Для  того,  чтобы  построить  линию  тренда,  надо 
щелкнуть правой кнопкой мыши на одной из точек и выбрать пункт «Вставить линию тренда» из 
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контекстного меню. В появившемся окне можно выбрать вид зависимости. Если установить фла‐
жок «Показать уравнение», уравнение линии тренда будет показано на диаграмме. Флажок «По‐
казать  коэффициент  детерминации  (R2)»  позволяет  увидеть,  насколько  точно  полученная  линия 
соответствует исходным данным. Коэффициент R2 вычисляется по формуле: 

∑
∑

=

=

−

−
−= n

i i

n

i ii

yy

Yy
R

1
2

1
2

2

)(

)(
1 , 

где через  y  обозначено среднее значение ряда y . Этот коэффициент всегда не больше 1 (поду‐

майте,  почему),  чем  он  больше,  тем  лучше  соответствие.  В  лучшем  случае  12 =R ,  при  этом 

ii Yy =  для всех i , то есть все значения функции совпадают с заданными.  

Из приведенной формулы видно, что  2R  имеет наибольшее значение, когда сумма квадра‐

тов  отклонений  ∑=
−=

n

i ii YyE
1

2)(   минимальна.  Это  значит,  что  задача  поиска  максимума  2R  

решается методом наименьших квадратов.  Если нужно найти неизвестные коэффициенты функ‐

ции, которая не входит в стандартный набор (например,  cbxay +⋅= sin ) можно применить ме‐

тод наименьших квадратов с помощью надстройки «Поиск решения». 

9.6.4. Прогнозирование 
Во многих задачах (например, в экономике) в результате обработки данных нужно сделать 

прогноз  на  будущее.  Если  найдена  зависимость  )(xfy = ,  эта  задача  решается  просто –  нужно 

найти значения функции для тех значений  x , которые нас интересуют. Однако может получиться 
так,  что  функция,  которая  очень  хорошо  соответствует  имеющимся  данным  (см.  функцию 

)(xfy =  на рисунке), оказывается непригодна для прогноза: 

 
В таких случаях для решения задачи прогнозирования нужно выбирать другую функцию, которая 

дает меньшее значение  2R , но лучше показывает закономерность изменения величины  (напри‐
мер, возрастающий характер функции). 

 
1. Объясните, почему экспериментальные исследования требуют специальных методов обра‐

ботки данных. 
2. Объясните суть метода наименьших квадратов. Почему можно считать такой подход реше‐

нием задачи оптимизации?  

 
1. Результаты серии измерений, сделанных для определения жесткости пружины на основе 

закона Гука, записаны в таблицу: 
F , Н  1  3  6  10 
lΔ , м  0,028 0,070 0,170 0,260

Задачи 

? Контрольные вопросы 

  x  

  y  

 0 

  )(1 xfy =  

  )(xfy =  
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Используя  метод  наименьших  квадратов,  определите  жесткость  пружины.  Решите  задачу 
разными способами  (с помощью собственной программы и  табличного процессора),  срав‐
ните результаты. 
(Ответ:  37,76 Н/м) 

2. *Используя те же данные, что и в предыдущей задаче, найдите жесткость пружины другим 
способом. Введем величину, обратную жесткости:  k/1=η , тогда  F⋅=Δ ηl . Сначала, при‐

менив  метод  наименьших  квадратов,  найдите η ,  а  затем  рассчитайте  η/1=k .  Сравните 
результат с тем, что получилось в предыдущем задании. Объясните расхождение. 

3. Почему задача восстановления зависимости некорректна, если не задан вид функции? 
4. Доходы начинающей фирмы (в тысячах рублей) за первые 5 лет работы приведены в табли‐

це: 
Год  1  2  3  4  5 
Доход  93  187  270  321  350 

С помощью табличного процессора найдите зависимость дохода от года работы (выберите 

лучший из стандартных вариантов, с наибольшим значением  2R ). С помощью этой зависи‐
мости сделайте прогноз развития фирмы на 2 года вперед. 
(Ответ:  87,86ln31,164 +⋅= xy ; прогноз: 381, 407) 

5. *При изучении волн измерили отклонение уровня поверхности воды y от «нулевого» уровня 
в одной точке в разные моменты времени t: 

t 0  0,2  0,4  0,6  0,8  1 
y 1  2  1,2  ‐0,6  ‐2  ‐1,5 

Предполагается, что волна описывается формулой  )sin( ctbay +⋅⋅= , где  a , b  и  c  – неко‐
торые  числа.  Определите  неизвестные  коэффициенты  методом  наименьших  квадратов  с 
помощью  табличного  процессора.  В  качестве  начального  приближения  можно  выбрать 

1≈a ;  4≈b ;  1≈c . 
(Ответ:  02,2≈a ;  92,4≈b ;  52,0≈c ) 
 


